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Trong ch¬ng nµy, chóng t«i xÐt tÝnh gi¶i ®îc cho hÖ ph¬ng tr×nh

elliptic cÊp hai nöa tuyÕn tÝnh víi ®iÒu kiÖn biªn Dirichlet sau

−∆u = λu + δv + f (x, u, v) trong Ω,

−∆v = δu + γv + g (x, u, v) trong Ω,

u = v = 0 trªn ∂Ω,

(3.1)

trong ®ã Ω ⊂ R
N (N ≥ 1) lµ miÒn bÞ chÆn víi biªn tr¬n; λ, δ, γ lµ c¸c sè

thùc. Chóng ta gi¶ thiÕt f vµ g lµ c¸c hµm CarathÐodory tháa m·n ®iÒu

kiÖn

|f (x, u, v)| + |g (x, u, v)| ≤ a (|u| + |v|)σ + b (F0)

trong ®ã a, b > 0, σ lµ c¸c h»ng sè vµ
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0 ≤ σ






≤ N + 2

N − 2
, nÕu N ≥ 3,

< +∞, nÕu N = 1, 2.

Gi¶ sö r»ng tån t¹i hµm F : Ω × R × R → R (thuéc líp C1 theo c¸c biÕn

u, v) sao cho

(f, g) = ∇F

tøc lµ
f (x, u, v) =

∂F

∂u
(x, u, v) ,

g (x, u, v) =
∂F

∂v
(x, u, v) ,

víi mäi x ∈ Ω. §©y lµ kÕt qu¶ ®· c«ng bè trong c«ng tr×nh: D.G. Costa

and C.A. Magalh·es, A variational approach to subquadratic perturbations

of elliptic system, J. Diff. Eqns., 111 (1994), 103-122. Ph¬ng ph¸p ®îc sö

dông ë ®©y lµ ph¬ng ph¸p biÕn ph©n. Chóng ta sÏ b¾t ®Çu ch¬ng nµy

b»ng viÖc cung cÊp mét sè kiÕn thøc c¬ b¶n nhÊt vÒ phÐp tÝnh vi ph©n

trong kh«ng gian Banach.

3.1 Mét sè kiÕn thøc c¬ b¶n vÒ phÐp tÝnh vi ph©n trong

kh«ng gian Banach

3.1.1 §¹o hµm FrechÐt vµ ®¹o hµm G©teaux

§¹o hµm FrechÐt kh«ng cã g× kh¸c h¬n lµ sù më réng cña phÐp tÝnh ®¹o

hµm th«ng thêng trong kh«ng gian Euclid cho kh«ng gian Banach. Gi¶

sö X , Y lµ c¸c kh«ng gian Banach, U ⊂ X lµ mét tËp më, F : U → Y lµ

mét ¸nh x¹.

§Þnh nghÜa 3.2. Cho u ∈ U . F ®îc gäi lµ kh¶ vi FrechÐt t¹i u nÕu tån t¹i

A ∈ L(X,Y ) sao cho

lim
‖h‖X→0

‖F (u + h) − F (u) − A (h)‖Y

‖h‖X

= 0.
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Ta cã thÓ thÊy A nÕu tån t¹i th× duy nhÊt vµ ta gäi A lµ vi ph©n FrechÐt

cña ¸nh x¹ F t¹i ®iÓm u vµ ký hiÖu A = dF (u). NÕu F kh¶ vi FrechÐt t¹i

mäi ®iÓm u ∈ U th× ta b¶o F lµ kh¶ vi FrechÐt trong U .

§Þnh nghÜa 3.3. Gi¶ sö F : U ∈ Y kh¶ vi FrechÐt trong U . Khi ®ã ¸nh x¹

F ′ : U → L(X,Y )

u 7→ dF (u)

®îc gäi lµ ®¹o hµm FrechÐt cña F trong U . NÕu F ′ liªn tôc t¹i u th× ta

nãi F kh¶ vi liªn tôc t¹i u. NÕu F ′ liªn tôc trong U th× ta nãi F thuéc líp

C1 trong U vµ viÕt F ∈ C1(U, Y ).

§Þnh nghÜa 3.4. Cho u ∈ U . F ®îc gäi lµ kh¶ vi G©teaux t¹i u nÕu tån

t¹i A ∈ L(X,Y ) sao cho víi mäi h ∈ X ta ®Òu cã

lim
ε→0

(‖F (u+ εh) − F (u)‖Y

ε
− A (h)

)
= 0.

Ta cã thÓ thÊy A nÕu tån t¹i th× duy nhÊt vµ ta gäi A lµ vi ph©n G©teaux

cña ¸nh x¹ F t¹i ®iÓm u vµ ký hiÖu A = dGF (u). NÕu F kh¶ vi G©teaux

t¹i mäi ®iÓm u ∈ U th× ta b¶o F lµ kh¶ vi G©teaux trong U .

Râ r»ng nÕu F kh¶ vi FrechÐt t¹i u th× F còng kh¶ vi G©teaux t¹i u

vµ hai kh¸i niÖm ®¹o hµm nµy lµ trïng nhau. Tuy nhiªn ®iÒu ngîc l¹i

kh«ng ®óng, ch¼ng h¹n hµm sè F : R
2 → R

2 x¸c ®Þnh bëi

F (s, t) =






(
s2t

s4+t2

)2

, nÕu t 6= 0

0, nÕu t = 0

kh¶ vi G©teaux nhng kh«ng kh¶ vi FrechÐt.

Trong thùc hµnh, ngêi ta cã thÓ kiÓm tra tÝnh kh¶ vi FrechÐt th«ng

qua tÝnh kh¶ vi G©teaux vµ mét sè ®iÒu kiÖn nhÊt ®Þnh kh¸c. Víi u, v ∈ U

ta ký hiÖu

[u, v] = {tu + (1 − t) v : 0 ≤ t ≤ 1} .



3.1. Mét sè kiÕn thøc c¬ b¶n vÒ phÐp tÝnh vi ph©n trong kh«ng gian Banach 31

§Þnh lý 3.12 (gi¸ trÞ trung b×nh). Gi¶ sö F : U → Y kh¶ vi G©teaux trong

U . Cho tríc u, v ∈ U sao cho [u, v] ⊂ U . Khi ®ã ta cã

‖F (u) − F (v)‖Y ≤ sup
w∈[u,v]

‖dGF (w)‖ ‖u− v‖X .

§Þnh lý 3.13 (quan hÖ gi÷a ®¹o hµm G©teaux vµ FrechÐt). Gi¶ sö

F : U → Y kh¶ vi G©teaux trong U vµ ®¹o hµm G©teaux

F ′
G : U → L (X,Y )

u 7→ dGF (u)

liªn tôc t¹i u?. Khi ®ã F kh¶ vi FrechÐt t¹i u? vµ

dF (u?) = dGF (u?) .

3.1.2 To¸n tö Nemitskii

Gi¶ sö Ω ⊂ R
N lµ mét tËp më bÞ chÆn. XÐt hµm f : Ω × R

N ′ → R. Ký

hiÖu M(Ω) lµ líp c¸c hµm ®o ®îc u : Ω → R.

§Þnh nghÜa 3.5. To¸n tö Nemitskii liªn kÕt víi hµm f lµ to¸n tö ®îc x¸c

®Þnh trªn M(Ω) nh sau

u(·) 7→ f(·, u(·)).

Ta sÏ ký hiÖu f lµ to¸n tö Nemitskii.

§Þnh nghÜa 3.6.Hµm f(x, u) ®îc gäi lµ CarathÐodory nÕu

(i) x 7→ f(x, u) ®o ®îc theo x víi mäi u.

(ii) u 7→ f(x, u) liªn tôc theo u hÇu kh¾p n¬i theo x.

Gi¶ thiÕt r»ng tån t¹i h»ng sè c > 0 sao cho

|f (x, u)| ≤ c + c |u|
p

q . (3.2)

§Þnh lý 3.14.NÕu f lµ hµm CarathÐodory th× to¸n tö Nemitski

f : Lp (Ω) → Lq (Ω)

víi p, q ≥ 1 lµ liªn tôc.
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3.1.3 §Þnh lý Krasnoselskii

Gi¶ sö F : Ω × R × R
N → R lµ hµm ®o ®îc theo x ∈ Ω, kh¶ vi liªn tôc

theo hai biÕn cßn l¹i u ∈ R vµ p ∈ R
N . Ký hiÖu

Fu =
∂

∂u
F , Fp =

∂

∂p
F.

Gi¶ thiÕt r»ng

• |F (x, u, p)| ≤ c
(
1 + |u|s1 + |p|2

)
,

• |Fu (x, u, p)| ≤ c
(
1 + |u|s2 + |p|t2

)
,

• |Fp (x, u, p)| ≤ c (1 + |u|s3 + |p|),

trong ®ã c > 0 lµ h»ng sè nµo ®ã vµ

s1, s3





≤ 2N

N−2
, nÕu N ≥ 3,

< +∞, nÕu N = 1, 2.

s2




≤ N+2

N−2
, nÕu N ≥ 3,

< +∞, nÕu N = 1, 2.

t2





≤ N+2

N
, nÕu N ≥ 3,

< 2, nÕu N = 1, 2.

Khi ®ã phiÕm hµm

E (u) =

∫

Ω

F (x, u(x),∇u(x)) dx

thuéc líp C1(H1
0 (Ω)), h¬n n÷a

dE(u)(v) =

∫

Ω

(Fu(x, u(x),∇u(x))v(x) + Fp(x, u(x),∇u(x)) · ∇v(x)) dx.

Tõ ®Þnh lý Krasnoselskii ta suy ra c¸c phiÕm hµm sau
∫

Ω

u(x)2 dx ,

∫

Ω

|∇u(x)|2 dx

thuéc líp C1(H1
0 (Ω)) víi mäi N .
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3.1.4 §Þnh lý nhóng Sobolev

C¸c ®Þnh lý nhóng cã vai trß cùc kú quan träng trong phÐp tÝnh biÕn ph©n.

Ta dÉn ra ®©y ®Þnh lý nhóng Sobolev mµ ta sÏ dïng trong c¸c chøng minh

vÒ sau.

§Þnh lý 3.15 (nhóng Sobolev). Gi¶ sö Ω ∈ R
N lµ miÒn më bÞ chÆn víi

biªn ∂Ω thuéc líp C0,1. Gi¶ sö k ≥ 1 vµ 1 ≤ p ≤ +∞. Khi ®ã ta cã c¸c
phÐp nhóng sau

(i)NÕu kp < N th×

W k,p (Ω)





↪→ Lq (Ω) 1 ≤ q ≤ Np

N−kp

↪→↪→ Lq (Ω) 1 ≤ q < Np
N−kp

(ii)NÕu kp = N th×

W k,p (Ω) ↪→ Lq (Ω)

víi mäi

1 ≤ q.

(iii)NÕu kp > N th×

W k,p (Ω)





↪→ Cm,α

(
Ω
)

0 ≤ α ≤ k −m− N
p

↪→↪→ Cm,α
(
Ω
)

0 ≤ α < k −m− N
p

trong ®ã m lµ sè tù nhiªn tháa m·n

0 ≤ m < k − N

p
< m+ 1.

§Þnh lý nhóng Sobolev còng ®óng khi thay kh«ng gian W k,p (Ω) bëi

kh«ng gian W k,p
0 (Ω). Trong trêng hîp p = q = 2 ta thÊy phÐp nhóng

H1
0 (Ω) = W 1,2

0 (Ω) ↪→↪→ L2 (Ω)

lµ comp¾c.
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3.2 Ph¬ng ph¸p biÕn ph©n

§Ó t×m nghiÖm cña ph¬ng tr×nh f(x) = 0 ngêi ta cã thÓ chuyÓn vÒ viÖc

t×m ®iÓm tíi h¹n cña F (x) trong ®ã F lµ mét nguyªn hµm cña f .

3.2.1 §iÒu kiÖn comp¾c Palais-Smale

Gi¶ sö V lµ mét kh«ng gian Banach, phiÕm hµm E ∈ C1(V ). D·y {un} ⊂
V ®îc gäi lµ d·y Palais-Smale (viÕt t¾t (PS)) cña phiÕm hµm E nÕu nã

tháa m·n ®ång thêi hai ®iÒu kiÖn sau

• D·y {E (un)}n bÞ chÆn.

• ‖E ′ (un)‖ → 0 khi n → +∞.

Ta nãi phiÕm hµm E tháa m·n ®iÒu kiÖn (PS) nÕu mäi d·y (PS) cña E

®Òu cã thÓ trÝch ®îc mét d·y con héi tô.

3.2.2 §Þnh lý ®iÓm yªn ngùa

§Þnh lý 3.16.Cho X lµ mét kh«ng gian Banach. Gi¶ sö ta cã ph©n tÝch

thµnh c¸c kh«ng gian con X = Y ⊕ Z trong ®ã dim Y < ∞. Víi % > 0 ta

®Þnh nghÜa c¸c tËp

M := {u ∈ Y : ‖u‖ ≤ %} vµ M0 := {u ∈ Y : ‖u‖ = %} .

Gi¶ sö phiÕm hµm F ∈ C1(X,R) tháa m·n

inf
u∈Z

F (u) > max
u∈M0

F (u) .

NÕu F tháa m·n ®iÒu kiÖn (PS) th× víi

α := inf
γ∈Γ

max
u∈M

F (γ (u))

trong ®ã

Γ := {γ ∈ C (M, X) : γ |M0
= I }

ta kh¼ng ®Þnh ®îc α lµ mét ®iÓm tíi h¹n cña phiÕm hµm F .
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3.3 Sù tån t¹i nghiÖm cña bµi to¸n (3.1)

3.3.1 Mét sè ký hiÖu

Ký hiÖu

U = (u, v) , −∆U =



−∆u
−∆v



 , A =



λ δ

δ γ



 .

Khi ®ã bµi to¸n ®ang xÐt ®îc viÕt l¹i díi d¹ng

−∆U = AU + ∇F (x,U) trong Ω,

U = 0 trªn ∂Ω,
(3.3)

3.3.2 NghiÖm yÕu cña bµi to¸n (3.1)

Ta nh¾c l¹i mét sè ký hiÖu. Ký hiÖu | · |p lµ chuÈn trong kh«ng gian Lp (Ω),

ngoµi ra ta ký hiÖu

〈u, v〉 =

∫

Ω

∇u∇v dx

vµ

‖u‖2 =

∫

Ω

|∇u|2 dx

lÇn lît lµ tÝch trong vµ chuÈn trong kh«ng gian H1
0 (Ω). Ký hiÖu kh«ng

gian

H
1
0(Ω) = H1

0 (Ω) ×H1
0 (Ω) .

Trong kh«ng gian H
1
0(Ω) ta sö dông

〈U, Φ〉 = 〈u, φ〉 + 〈v, ψ〉

vµ

‖U‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2

víi U = (u, v) vµ Φ = (φ, ψ) lÇn lît ®Ó chØ tÝch trong vµ chuÈn.

XÐt phiÕm hµm J : H
1
0(Ω) → R x¸c ®Þnh bëi

J (U) =
1

2

∫

Ω

(
|∇u|2 + |∇v|2 −AU · U

)
dx−

∫

Ω

F (x,U) dx
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= Q (U)−
∫

Ω

F (x,U) dx.

Tõ ®Þnh lý Krasnoselskii ta suy ra phiÕm hµm Q(U) ∈ C1(H1
0(Ω)).

Bæ ®Ò 3.7. Víi gi¶ thiÕt (F0) th× phiÕm hµm

F(U) =

∫

Ω

F (x,U) dx

thuéc C1(H1
0(Ω)) víi ®¹o hµm x¸c ®Þnh nh sau

dF(U)(Ũ) =

∫

Ω

f (x,U) ũdx +

∫

Ω

g (x,U) ṽ dx

ë ®©y Ũ = (ũ, ṽ).

Chøng minh. §Ó chøng minh F kh¶ vi t¹i U ∈ H
1
0(Ω) ta cÇn ph¶i ®¸nh

gi¸ biÓu thøc

δ(Ũ) = F(U + Ũ) −F(U) −
∫

Ω

f (x,U) ũdx −
∫

Ω

g (x,U) ṽ dx.

Ta cã

δ(Ũ) =

∫

Ω

∫ 1

0

d

dt
F (x,U + tŨ)dtdx −

∫

Ω

f (x,U) ũdx−
∫

Ω

g (x,U) ṽ dx

=

∫ 1

0

(∫

Ω

(
f(x,U + tŨ) − f (x,U)

)
ũdx

)
dt+

∫ 1

0

(∫

Ω

(
g(x,U + tŨ) − g (x,U)

)
ṽ dx

)
dt.

Sö dông bÊt ®¼ng thøc Hölder ta ®i ®Õn

|δ(Ũ)| ≤
∫ 1

0

(∣∣∣f(·,U + tŨ) − f (·,U)
∣∣∣

2N
N+2

|ũ| 2N
N−2

)
dt+

∫ 1

0

(∣∣∣g(·,U + tŨ) − g (·,U)
∣∣∣

2N
N+2

|ṽ| 2N
N−2

)
dt. (3.4)

Tõ ®Þnh lý nhóng Sobolev, phÐp nhóng

H1
0 (Ω) ↪→ L

2N
N−2 (Ω)

lµ liªn tôc nªn phÐp nhóng
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H
1
0 (Ω) ↪→ L

2N
N−2 (Ω)

còng liªn tôc. Do ®ã khi Ũ → 0 trong H1
0 (Ω) th×

U + tŨ → U trong L
2N

N−2 (Ω) . (3.5)

Tõ ®iÒu kiÖn (F0) ta thÊy

|f (x,U)| + |g (x,U)| ≤ a (|u| + |v|)σ + b ≤ 2
σ
2 a |U|σ + b.

H¬n n÷a, tõ tÝnh liªn tôc cña to¸n tö Nemitskii ta suy ra

f(·,U + tŨ) → f (·,U) trong L
2N

N−2

σ .

Nhng do
2N

N + 2
≤

2N
N−2

σ

nªn ta suy ra

f(·,U + tŨ) → f (·,U) trong L
2N

N+2 . (3.6)

Tõ (3.4) vµ (3.6) ta suy ra

|δ(Ũ)|
‖Ũ‖

≤const · |δ(Ũ)|
|Ũ| 2N

N−2

≤const ·
∫ 1

0

|f(·,U + tŨ) − f (·,U)| 2N
N+2

dt+

const ·
∫ 1

0

|g(·,U + tŨ) − g (·,U)| 2N
N+2

dt → 0

khi ‖Ũ‖ → 0. Tõ ®Þnh lý héi tô tréi Lebesgue ta suy ra phiÕm hµm F kh¶

vi FrechÐt t¹i U ∈ H
1
0 víi ®¹o hµm x¸c ®Þnh nh sau

dF(U)(Ũ) =

∫

Ω

f (x,U) ũdx +

∫

Ω

g (x,U) ṽ dx.

Cuèi cïng, ®Ó chøng minh tÝnh liªn tôc cña dF(U) ta cÇn chØ ra r»ng nÕu

Un → U trong H
1
0 (Ω) th×

sup
‖(ũ,ṽ)‖≤1

∣∣∣∣
∫

Ω

(f (x,Un) − f (x,U)) ũdx +

∫

Ω

(g (x,Un) − g (x,U)) ṽ dx

∣∣∣∣
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tiÕn ®Õn 0 khi n → +∞. ThËt vËy, ¸p dông bÊt ®¼ng thøc Hölder ta thu

®îc
∣∣∣∣
∫

Ω

(f (x,Un) − f (x,U)) ũdx +

∫

Ω

(g (x,Un) − g (x,U)) ṽ dx

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫

Ω

(f (x,Un) − f (x,U)) ũ dx

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∫

Ω

(g (x,Un) − g (x,U)) ũdx

∣∣∣∣

≤ |f (·,Un) − f (·,U)|
2N

N+2

2N
N+2

|ũ|
2N

N−2

2N
N−2

+ |g (·,Un) − g (·,U)|
2N

N+2

2N
N+2

|ṽ|
2N

N−2

2N
N−2

.

§Ó ý r»ng, tõ ®Þnh lý nhóng Sobolev, c¸c tÝch ph©n sau ®©y héi tô
∫

Ω

|ũ(x)| 2N
N−2 dx < +∞ ,

∫

Ω

|ṽ(x)| 2N
N−2 dx < +∞

h¬n n÷a cßn bÞ chÆn ®Òu theo Ũ (do ‖Ũ‖ ≤ 1). T¬ng tù nh (3.5) vµ (3.6)

chóng ta nhËn ®îc

|f (·,Un) − f (·,U)| 2N
N+2

→ 0 , |g (·,Un) − g (·,U)| 2N
N+2

→ 0

khi Un → U trong H
1
0 (Ω). Bæ ®Ò ®îc chøng minh. �

Tõ kÕt qu¶ cña bæ ®Ò trªn ta ®i ®Õn

Bæ ®Ò 3.8.PhiÕm hµm J thuéc líp C1(H1
0(Ω)).

Víi U = (u, v) vµ Φ = (φ, ψ) ta cã

dJ(U) (Φ) =




∫

Ω
(∇u∇φ+ λuφ+ δuφ) dx−

∫
Ω
f (x,U)φ dx

∫
Ω

(∇v∇ψ + λvψ + δvψ) dx−
∫

Ω
g (x,U)ψ dx



 .

CÆp (u, v) ∈ H
1
0(Ω) ®îc gäi lµ nghiÖm yÕu cña bµi to¸n nÕu c¸c ®¼ng

thøc sau
∫

Ω

(∇u∇φ+ λuφ+ δuφ) dx−
∫

Ω

f (x, u, v)φ dx = 0
∫

Ω

(∇v∇ψ + λvψ + δvψ) dx −
∫

Ω

g (x, u, v)ψ dx = 0

®óng víi mäi φ, ψ ∈ H1
0 (Ω).

Tõ c¸c lËp luËn trªn ta thÊy nghiÖm yÕu U ∈ H
1
0(Ω) cña bµi to¸n ®ang

xÐt lµ ®iÓm tíi h¹n cña phiÕm hµm J . Tøc lµ U ph¶i tháa m·n
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dJ(U)(Φ) = 0 , ∀Φ ∈ H
1
0(Ω).

§èi víi hµm F , ta gi¶ thiÕt r»ng

lim
|U|→+∞

∇F (x,U)

|U| = 0 , ∀U ∈ R
2 (F1)

®Òu theo x.

Ta nhí l¹i r»ng, to¸n tö −∆ cã d·y c¸c gi¸ trÞ riªng

0 < λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ ...

t¬ng øng víi nã lµ d·y c¸c hµm riªng {ϕi}i≥1. Víi U = (u, v) ∈ H
1
0(Ω)

trong ®ã u =
∑
ujϕj vµ v =

∑
vjϕj , ta gäi zj = (uj , vj) ∈ R

2 lµ täa ®é

thø j cña U, nh vËy ta cã thÓ viÕt U =
∑
zjϕj . Víi ký hiÖu nh trªn,

nÕu wj lµ täa ®é thø j cña Φ, tøc lµ Φ =
∑
wjϕj , th× ta hiÓu

〈U, Φ〉 =
∑

zj · wj .

§èi víi bµi to¸n ®ang xÐt, hÖ

−∆U = AU , U ∈ H
1
0(Ω)

®îc gäi lµ hÖ tuyÕn tÝnh hãa cña bµi to¸n.

Bæ ®Ò 3.9.NÕu λj lµ gi¸ trÞ riªng cña ma trËn A t¬ng øng víi vÐc t¬ riªng

(x1, x2) 6= (0, 0) th× U = (x1φj, x2ψj) 6= (0, 0) lµ mét nghiÖm cña hÖ tuyÕn

tÝnh hãa.

Chøng minh. Gi¶ sö zj = (uj , vj) lµ täa ®é cña U ∈ H
1
0(Ω). Khi ®ã U lµ

nghiÖm cña hÖ tuyÕn tÝnh hãa khi vµ chØ khi

λjzj = Azj

víi mäi j. Tõ ®©y ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. �

HÖ qu¶ 3.6.NÕu mäi λj ®Òu kh«ng ph¶i lµ gi¸ trÞ riªng cña ma trËn A th×

hÖ tuyÕn tÝnh hãa chØ cã nghiÖm tÇm thêng U = (0, 0).
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Gi¶ sö k : R
2 → R

2 lµ mét ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh. Khi ®ã ta cã thÓ x¸c ®Þnh

¸nh x¹ tuyÕn tÝnh i : H
1
0(Ω) → H

1
0(Ω) nh sau

i
(∑

wjϕj

)
=
∑

(kwj)ϕj .

Râ rµng nÕu k lµ mét ®¼ng cÊu tõ R
2 vµo R

2 th× i : H
1
0(Ω) → H

1
0(Ω) còng

lµ mét ®¼ng cÊu. H¬n n÷a, nÕu k lµ mét ¸nh x¹ unita th× i lµ mét to¸n tö

unita.

Gi¶ sö d¹ng ma trËn cña k lµ

M =


x1 y1

x2 y2


 =

(
x y

)
.

Khi ®ã nÕu zj = kwj th×

zj = (x1φj + y1ψj, x2φj + y2ψj) = xφj + yψj

vµ do ®ã

i (φ, ψ) = (x1φ+ y1ψ, x2φ+ y2ψ) = xφ+ yψ.

Bæ ®Ò 3.10. Tån t¹i ®¼ng cÊu i : H
1
0(Ω) → H

1
0(Ω), h»ng sè µ > 0 vµ c¸c

kh«ng gian con V , M , W cña H
1
0(Ω) trùc nhau víi nhau sao cho H

1
0(Ω) =

V ⊕M ⊕W vµ

(Q ◦ i) (Φ) ≤ −µ ‖Φ‖2 , ∀Φ ∈ V,

(Q ◦ i) (Φ) = 0, ∀Φ ∈ M,

(Q ◦ i) (Φ) ≥ µ ‖Φ‖2 , ∀Φ ∈ W.

H¬n n÷a, nÕu M 6= {(0, 0)} th× tån t¹i λj nµo ®ã lµ gi¸ trÞ riªng cña A.

Chøng minh. Víi α ∈ R ta ký hiÖu H−
α , H

0
α, H

+
α lÇn lît lµ c¸c kh«ng gian

con cña H1
0 (Ω) sao cho d¹ng toµn ph¬ng

u 7→ ‖u‖2 − α |u|22
lÇn lît lµ x¸c ®Þnh ©m, ®ång nhÊt kh«ng vµ x¸c ®Þnh d¬ng.

Gi¶ sö ξ vµ η lµ c¸c gi¸ trÞ riªng cña ma trËn A, tøc lµ
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ξ =
λ+ γ

2
−
√(

λ− γ

2

)2

+ δ2 , η =
λ+ γ

2
+

√(
λ− γ

2

)2

+ δ2.

Gi¶ sö x = (x1, x2) vµ y = (y1, y2) sao cho Ax = ξx vµ Ay = ηy ë ®©y ta

chän x vµ y sao cho x · y = 0 vµ |x| = |y| = 1. Víi c¸ch chän nµy to¸n tö

i : H
1
0(Ω) → H

1
0(Ω) x¸c ®Þnh bëi

i (φ, ψ) = xφ+ yψ (3.7)

lµ mét ®¼ng cÊu. Ngoµi ra

‖i (φ, ψ)‖2 = ‖xφ+ yψ‖2 = ‖x1φ+ y1ψ‖2 + ‖x2φ+ y2ψ‖2 = ‖φ‖2 + ‖ψ‖2

nªn i lµ to¸n tö unita. H¬n n÷a, víi Φ = (φ, ψ) th×

(Q ◦ i)(Φ) =
1

2

(
‖ψ‖2 − ξ |ψ|22

)
+

1

2

(
‖φ‖2 − η |φ|22

)
.

VËy ta chän

V = H−
ξ ×H−

η , M = H0
ξ ×H0

η , W = H+
ξ ×H+

η .

Ta sÏ kiÓm tra c¸c kh¼ng ®Þnh trong bæ ®Ò. ThËt vËy,

• nÕu Φ ∈ V th× φ ∈ H−
ξ vµ ψ ∈ H−

η . §iÒu nµy cã nghÜa lµ c¸c d¹ng toµn

ph¬ng

u 7→ ‖u‖2 − ξ |u|22 , u 7→ ‖u‖2 − η |u|22
x¸c ®Þnh ©m. Khi ®ã tån t¹i h»ng sè µ1 > 0 nµo ®ã sao cho

‖φ‖2 − ξ |φ|22 ≤ µ1 ‖φ‖2 , ‖ψ‖2 − η |ψ|22 ≤ µ1 ‖ψ‖2 .

VËy

(Q ◦ i) (Φ) ≤ −µ1 ‖Φ‖2 , ∀Φ ∈ V.

• NÕu Φ ∈ M th× φ ∈ H0
ξ vµ ψ ∈ H0

η . §iÒu nµy cã nghÜa lµ c¸c d¹ng toµn

ph¬ng

u 7→ ‖u‖2 − ξ |u|22 , u 7→ ‖u‖2 − η |u|22
®ång nhÊt 0. Khi ®ã
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‖φ‖2 − ξ |φ|22 = 0 = ‖ψ‖2 − η |ψ|22 .

VËy

(Q ◦ i) (Φ) = 0 , ∀Φ ∈M.

• nÕu Φ ∈W th× φ ∈ H+
ξ vµ ψ ∈ H+

η . §iÒu nµy cã nghÜa lµ c¸c d¹ng toµn

ph¬ng

u 7→ ‖u‖2 − ξ |u|22 , u 7→ ‖u‖2 − η |u|22
x¸c ®Þnh ®¬ng. Khi ®ã tån t¹i h»ng sè µ2 > 0 nµo ®ã sao cho

‖φ‖2 − ξ |φ|22 ≥ µ2 ‖φ‖2 , ‖ψ‖2 − η |ψ|22 ≥ µ2 ‖ψ‖2 .

VËy

(Q ◦ i) (Φ) ≥ −µ2 ‖Φ‖2 , ∀Φ ∈ W.

KÕt hîp l¹i ta chän µ = min{µ1, µ2}. �

Bæ ®Ò 3.11.Kh«ng gian con V lµ h÷u h¹n chiÒu.

Chøng minh. Tõ c¸ch x©y dùng kh«ng gian V ë Bæ ®Ò 3.10 vµ bÊt ®¼ng

thøc PoincarÐ ta chØ cÇn chØ ra kh«ng gian H−
α h÷u h¹n chiÒu víi α > 0,

tøc lµ h×nh cÇu ®¬n vÞ trong H−
α lµ tËp comp¾c.

XÐt d·y {un}n ⊂ H−
α n»m trong h×nh cÇu ®¬n vÞ. Do H−

α ⊂ H1
0 nªn

{un}n bÞ chÆn trong H
1
0 . V× H

1
0 ph¶n x¹ nªn ta suy ra tån t¹i d·y con

{unm
}m héi tô yÕu ®Õn u ∈ H1

0 . V× phÐp nhóng H
1
0 ↪→↪→ L2 lµ comp¾c nªn

d·y {unm
}m héi tô m¹nh ®Õn u trong L

2.

V× d¹ng toµn ph¬ng u 7→ ‖u‖2 − α |u|22 x¸c ®Þnh ©m trªn H−
α nªn

|∇u|2 ≤
√
α |u|2 , ∀u ∈ H−

α .

VËy d·y {∇unm
}m bÞ chÆn trong H1

0 , t¬ng tù nh trªn ta suy ra tån t¹i

d·y con {∇unmk
}k héi tô m¹nh ®Õn v ∈ L2 trong L2. Tõ ®©y ta suy ra

∇u = v vµ h¬n thÕ n÷a u ∈ H−
α . Ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. �

Bæ ®Ò 3.12.¸nh x¹ i thuéc líp C1(H1
0 (Ω) ; H1

0 (Ω)).



3.3. Sù tån t¹i nghiÖm cña bµi to¸n (3.1) 43

Chøng minh. XÐt Φ = (φ, ψ) vµ Φ̃ = (φ̃, ψ̃). Tõ (3.7) ta suy ra

i(Φ+ Φ̃) − i(Φ) = i(φ+ φ̃, ψ + ψ̃) − i(φ, ψ)

= i(φ, ψ̃) + i(φ̃, ψ) + i(φ̃, ψ̃).

Do i tuyÕn tÝnh nªn i liªn tôc t¹i (0, 0), ®iÒu ®ã dÉn ®Õn

‖i(φ̃, ψ̃)‖ ≤ const · ‖φ̃‖‖ψ̃‖.

VËy i kh¶ vi t¹i Φ vµ

di(Φ)(Φ̃) = i(φ, ψ̃) + i(φ̃, ψ).

H¬n n÷a, di(Φ) cßn liªn tôc t¹i Φ. �

3.3.3 Sù tån t¹i nghiÖm

Gi¶ sö
λ + γ

2
±
√(

λ− γ

2

)2

+ δ2 6= λj , ∀j. (NR)

Bæ ®Ò 3.13. Víi c¸c gi¶ thiÕt (F1) vµ (NR), phiÕm hµm J tháa m·n ®iÒu

kiÖn Palais-Smale.

Chøng minh. Gi¶ sö {Un} ⊂ H
1
0(Ω) lµ mét d·y (PS), tøc lµ J (Un) bÞ chÆn

vµ ∇J (Un) → 0 trong kh«ng gian H
1
0(Ω). Do ∇F tháa m·n ®iÒu kiÖn

lim
|U|→+∞

∇F (x,U)

|U| = 0 , ∀U ∈ R
2

®Òu theo x nªn {Un} chøa mét d·y con bÞ chÆn. ThËt vËy gi¶ sö ngîc
l¹i, tøc lµ ‖Un‖ → +∞. Khi ®ã d·y

Ũn :=
Un

‖Un‖

tháa m·n ‖Ũn‖ = 1. DoH1
0 (Ω) ph¶n x¹ vµ phÐp nhóngH 1

0 (Ω) ↪→↪→ L2(Ω)

lµ comp¾c nªn (chÝnh x¸c ®Õn d·y con)

Ũn ⇀ Ũ trong H
1
0(Ω)
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vµ

Ũn → Ũ trong L
2(Ω)

víi Ũ ∈ H
1
0(Ω) nµo ®ã. MÆt kh¸c

J (Un)

‖Un‖2
= Q

(
Ũn

)
− 1

‖Un‖2

∫

Ω

F (x,Un) dx

=
1

2

(
1 −

∫

Ω

AŨn · Ũn dx

)
− 1

‖Un‖2

∫

Ω

F (x,Un) dx

nªn chuyÓn qua giíi h¹n ta ®îc

0 =
1

2

(
1 −

∫

Ω

AŨ · Ũdx

)
.

VËy

Ũ 6= 0.

MÆt kh¸c ta l¹i cã

J ′ (Un)
H

‖Un‖
= Q′(Ũn)H − 1

‖Un‖

∫

Ω

∇F (x,Un) ·H dx

ë ®©y H ∈ H
1
0(Ω) tïy ý. B»ng c¸ch chuyÓn qua giíi h¹n ®îc

Q′(Ũ)H = 0 , ∀H ∈ H
1
0(Ω)

tøc lµ Ũ lµ mét nghiÖm cña bµi to¸n tuyÕn tÝnh hãa. §iÒu nµy m©u thuÉn

víi sù kiÖn Ũ 6= 0 vµ bµi to¸n tuyÕn tÝnh hãa chØ cã nghiÖm tÇm thêng

(HÖ qu¶ 3.6). M©u thuÉn nµy chøng tá phiÕm hµm J tháa m·n ®iÒu kiÖn

(PS). �

Sau ®©y chóng ta tr×nh bµy kÕt qu¶ chÝnh cña ch¬ng.

§Þnh lý 3.17.Gi¶ sö c¸c ®iÒu kiÖn (NR) vµ (F1) ®îc tháa m·n. Khi ®ã

bµi to¸n (3.1) cã Ýt nhÊt mét nghiÖm U ∈ H
1
0(Ω).

Chøng minh. NghiÖm U cña bµi to¸n chÝnh lµ ®iÓm tíi h¹n cña phiÕm

hµm

J (U) = Q (U) −
∫

Ω

F (x,U) dx .
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Râ r»ng viÖc t×m ®iÓm tíi h¹n cña J t¬ng ®¬ng víi viÖc t×m ®iÓm tíi

h¹n cña phiÕm hµm I = J ◦ i trong ®ã i lµ ®¼ng cÊu ®îc x¸c ®Þnh bëi

i (φ, ψ) = xφ+ yψ,

trong ®ã x, y ®îc chän nh trong chøng minh cña Bæ ®Ò 3.10. Mét c¸ch

chi tiÕt, ta cã

I (Φ) = (Q ◦ i) (Φ) −
∫

Ω

F̃ (x, Φ) dx , ∀Φ = (φ, ψ) ∈ H
1
0(Ω)

trong ®ã F̃ : Ω × R × R → R x¸c ®Þnh nh sau

F̃ (x, φ, ψ) = F (x, xφ + yψ) .

Ta thÊy

∇F (x, xs + yt)

|xs+ yt| =
∇F̃ (x, s, t)

|xs + yt| =
∇F̃ (x, s, t)

|(s, t)| , ∀s, t ∈ R

nªn tõ ®iÒu kiÖn (F0) ta suy ra

lim
|(s,t)|→+∞

∇F̃ (x, s, t)

|(s, t)| = 0.

§iÒu nµy cã nghÜa lµ

lim
|U|→+∞

∇F̃ (x,U)

|U| = 0 , ∀U ∈ R
2. (F̃1)

Bíc cuèi cïng ta sÏ kiÓm tra c¸c ®iÒu kiÖn cña ®Þnh lý ®iÓm yªn ngùa

cho phiÕm hµm I . ThËt vËy

• Tõ Bæ ®Ò 3.8, Bæ ®Ò 3.12 vµ tÝnh kh¶ vi liªn tôc cña hµm hîp ta suy ra

I ∈ C1(H1
0(Ω),R).

• Theo Bæ ®Ò 3.11 th× dimV < +∞.
• Theo Bæ ®Ò 3.13 vµ ®iÒu kiÖn (F̃1) ta suy ra phiÕm hµm I còng tháa

m·n ®iÒu kiÖn (PS).

• V× A kh«ng nhËn bÊt kú λj nµo lµm gi¸ trÞ riªng nªn theo Bæ ®Ò 3.10 ta

cã M = ∅, tøc lµ H
1
0(Ω) = V ⊕W . H¬n thÕ n÷a, tån t¹i µ > 0 sao cho
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(Q ◦ i) (Φ) ≥ µ ‖Φ‖2 , ∀Φ ∈W,

vµ

(Q ◦ i) (Φ) ≤ −µ ‖Φ‖2 , ∀Φ ∈ N.

Tõ ®iÒu kiÖn (F̃0) ta suy ra víi mçi ε > 0 ®ñ bÐ ®Òu tån t¹i Cε sao cho

|F̃ (x,U) | ≤ ε |U|2 + Cε , ∀x ∈ Ω , ∀U ∈ R
2.

Do ®ã

I (Φ) = (Q ◦ i) (Φ) −
∫

Ω

F̃ (x, Φ) dx

≥ −ε
∫

Ω

|Φ|2 dx − Cε |Ω|

víi bÊt kú Φ ∈ W . H¬n thÕ n÷a, khi Φ ∈ V th×

−µ ‖Φ‖2 ≥ I (Φ) .

Tõ ®©y ta thÊy

inf
W
I (Φ) ≥ max

V
‖Φ‖ ®ñ lín

I (Φ) .

Cuèi cïng sù tån t¹i ®iÓm tíi h¹n cña phiÕm hµm I ®îc suy ra tõ ®Þnh

lý ®iÓm yªn ngùa. Vµ ta kÕt thóc chøng minh cña ®Þnh lý ë ®©y. �

3.4 Ph¬ng tr×nh Biharmonic

Trong môc nµy chóng ta nªu ra mét vÝ dô ¸p dông. XÐt ph¬ng tr×nh

Biharmonic víi ®iÒu kiÖn biªn Navier sau ®©y

∆2u = δu + f (x,∆u) trong Ω,

u = ∆u = 0 trªn ∂Ω.
(3.8)

NÕu ký hiÖu v = −∆u th× (3.8) ®îc viÕt thµnh

−∆u = v trong Ω,

−∆v = δu+ f (x,−v) trong Ω,
u = v = 0 trªn ∂Ω.

(3.9)
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Do ®ã víi ký hiÖu U = (u, v) th× (3.9) trë thµnh

−∆U = AU + ∇F (x,U)

trong ®ã

A =



0 1

δ 0





vµ

∇F (x,U) =



 0

f (x,−v)



 .

Ta thÊy nÕu δ > 0 vµ δ 6= λ2
j víi mäi j th× ®iÒu kiÖn (NR) ®óng. Ta ®i

®Õn kÕt qu¶ sau

§Þnh lý 3.18.Gi¶ thiÕt δ > 0. §Æt

F (x, s, t) =

∫ t

0

f (x,−τ ) dτ.

NÕu F tháa m·n ®iÒu kiÖn (F1) vµ δ 6= λ2
j víi mäi j th× bµi to¸n (3.8) cã

nghiÖm u ∈ H3 (Ω) ∩H1
0 (Ω) víi ∆u ∈ H1

0 (Ω).




